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1) EINLEITUNG

Heutezutage spielt die Symmetieeigenschaft eine HuBerste
groBe Rolle in der Physik. Sie liefert nicht nur tiefere
Verstdndnises ilber das physikalische System, sondern gibt
auch direkt Erhaltungss&dtze. Durch die spezielle Relativtits-
theorie ist es uns bekannt, daB die Maxwellsche Theorie

der elektromagnetischen Wechselwirkung invariant ist unter
der Lorentz-Transformation. Im Jahre 1910 zeigte H.Bateman
(11, daB die Maxwellsche Theorie noch eine grdB8ere Symmetrie-
gruppe zuldBt, ndmlich die konforme Gruppe. Das ist die
Gruppe der Transformationen, bei denen das Viererintervall
ds? um einen positiven Multiplikationsfaktor verdndert

wird, d.h. ds'?2=&4? (x)ds?. (fiirf:? (x)=1 ist das eine Lorentz-
Transformation). Die konforme Gruppe ist zugleich die grdBte
Gruppe, die die lokale Kausalitdt beibehdlt, weil das Vor-
zeichen von ds? invariant bleibt. E.Bessel-Hagen [3] hat die
Untersuchung der konformen Gruppe auf die Feldtheorie an-
gewandt,und entdeckte die nach ihm benannten Erhaltungs-
stréme. Er hatte bei konform invarianten Theorie festgestellt,
daB man stets einen symmetrischen spurlosen Energie-Impuls-
Tensor konstruieren kann. Man weiB heutezutage, daB ein
masenloses freies Feld stets konform invariant ist. Dem-
entsprechend ist der Energie-Impuls-Tensor solchen Felder
auch spurlos.

Im Jahre 1960 hat J.Wess [14] die Untersuchung der konformen
Quantenfeldtheorlg angefangen und versuchte, dle Eiémentar—
teichen nach Eigenwerte der Generatoren der konformen Gruppe
zu klassifizieren. Es stellte sich aber bald heraus, daB

der einzige diskrete Eigenwert des Impulsoéerétérs P? null
ist. Das widerspricht offenbar unsere Erfahrungéh;man kann
daher nicht erwartén, daB die konforme Symmetrie in der
Natur exakt realisiert werden kann. Aber in der Hochenergie-
physik kann man sie jedoch als eine gendherte Symmetie an-
nehmen, weil da Jjeder Massenterm, der die konforme Symmetrie
bricht, in Vergleich zu der hohen kinetischen Energie ver-

nachlédssigbar ist.



Im der Gravitationstheorie spielt der Energie-Impuls-Tensor
eine wesentliche Rolle, weil durch ihn das Materiefeld an
die Gravitation gekoppelt wird. Bei quantis$iertem Materie-
feld sind die Kenntnisse {iber seine Matrixelemente sehr
wichtig flr die Beschreibung der Streuung in einem &HuBeren
Gravitationsfeld. Daher muB der Energie-Impuls-Tensor re-
normierbar sein, d.h. seine Matrixelemente miissen endlich
bleiben, wenn cut-off entfernt wird. Callen,Coleman und
Jackiw [5] haben in 1970 einem modifizierten Energie~Impuls-
Tensor gefunden, der spurlos ist, (d.h. das Feld ist konform

invariant) undendliche Matrixelement besitzt.

Es ist der Zweck dieser Arbeit, das Ergebnis von Callen,
Coleman und Jackiw zu erweitern, d.h. den spurlosen Energie-
Impuls-Tensor fiir Teichen mit beliebigem ganzzahligem Spin
zu konstruieren. Die Konstruktion erfolgt mit Hilfe der so-
genannten konform kovarianten Differentialoperatoren, das

sind Differentialoperatoren Lg , die unter der konformen

Metriktransformation g—~§{L? (x)g sich so verhilt:

a b

L = L £ a,beR
g g

Solche Operatoren, die auf beliebige p-Form wirken, sind

erst vor kurzem von Branson [4] konstruiert worden.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert: Teil A gibt eine
Zusammenfassung liber die konforme Transformation, die kon-
formébruppe, die Darstellung der konformen Gruppe sowie

die Erhaltungssdtze unter der konformen Transformation.

Teil B ist der Konstruktion von konform kovarianten Differ-
entialoperatoren und den zugehSrigen Energie-Impuls-Tensoren
gewidmet. Zum SchluB wird noch darauf hingewiesen, daB der
so konstruierte klassische Energie-Impuls-Tensor Anomalie-
eigenschaft zeigt, wenn man zur quantentheoretischen Version

ibergeht.



2) BIE KONFORME TRANSFORMATION

Eine konforme Transformation ist ein Differomorphismus

f auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M,g) mit dem
metrischen Tensorfeld g(x)=gij(x)dxi&dxj,der die

folgende Eigenschaft hat: Sei x&¢ M ein beliebiger

Punkt, f bildet x in ve¢ M ab, f(x)=y. Die metrischen
Tensorepﬂin X und_y s%nd jeweils g(x)=gij(x)dxi&dxj

und g(yﬁégij(y)dylﬂdyj. die durch f induzierte Ab-
bildung f* (pull-back) ordnet g(y) einen neuen metrischen
Tensor g*(x) zu, mit

1&dxm

* =f* =f% - i 3

g* (x)=f*g(y)=f*g (£ (x)) qij(f(X))@lf 3mf ax
f wird eine konforme Transformation genannt, wenn £
die Bedingung

g* (x) =f*g (£ (x) ) =eP (¥)

g (x) (2.1)
geniigt, wobei h(x)e dw(M) eine glatte Funktion auf
M ist.

4

Die Abbildung g(x)k—’g*(x)=eh(x)

g(x) ist eine winkel-
erhaltene Abbildung. Seien al und BJ zwei Tangential-
vektoren in x. Der Winkel zwichen A und B ist defi-
niert durch
gX(A,B)
cos ¥ =
J o @2 g 3,8

Es ist leich einzusehen, daB bei der Metriktransfor-
mation (2.1) der Winkel ¥ erhalten bleibt. Aus diesem

Grund wird f konform genannt.

Wenn jetzt g eine psyudoriemannsche Matrik ist, dann
ist £ eine Transformation, die die lokale Kausalitédt
beibehdlt. Sei A ein zeitartiger-, raumartiger- oder

lichtartiger Vektor, jenachdem ob gX(A,A) positiv,



negativ oder gleich null ist. Unter (2.1) ist das
Vorzeichen von gX(A,A) und g;(A,A) jeweils gleich.
Die lokale Kausalitdt bleibt also erhalten.

Sei nun g die Minkowskische Metrik mit der Signatur
"sgn g=(1,-1,-1,-1). Unter f &ndert sich die Eigenzeit
dsz=gijdxidxj nur um einen Faktor,das lichtartige
Intervall ds=0 bleibt natlirlich invariant. Diese
Invarianzeigenschaft nehmen auch die meisten Physiker
zur Definition der konformen Transformation. Wir
werden in dieseﬁAbschnitt noch sehen, daB unter f die

Lichtkegel sz=gijxlx]=0 auch global invariant bleibt.

Sei M eine allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Jedes Vektorfeld v(x)=vi(x)9¢erzeugt eine einpara-
metrige Gruppe der Transformation ft:M—~rM; X+—=x(t),
durch

dx(t)
dat

=v(x(t)) (2.2)

ft erfiillt die Eigenschaft

ft=0(x)=x(0) und ft+s=ftofS mit ¢,seR
Die Metrik g ist ein Tensorfeld auf M. Die infinite-
simale Transformation von g ist definiert als die

Liesche Ableitung von g bzgl. v(x):
=1 ime [ £* -
ng(x)—%i? = [ft(g(ft(x)) g(X)]

Sei nun v(x) ein Vektorfeld, das die konforme Trans-
formation ft erzeugt. ( v(x) wird auch infinitesimale
konforme Transformation genannt) Nach definition (2.1)
ergibt sich die Liesche Ableitung

etvh(x)

ngh(x)=lim——1t———[ g(x)-g(x)] =h (%) g (x)

t=2o

Diese Gleichung ist nichts anderes als die infinite-

simale Version der konformen Transformation.



ng(x) 148t sich auch in lokalem Koordinatensystem

ausdricken:

_
L 9=V 9195 4+9;

m
1ijV "Iny91V

Imy 91

— m — —

= Qv+ vtV (9094 5795 Iy 959
=Vivj+vjvi

. _ . _ph
wobeil vivj— %vj I"l]vm die kovariante Ableitung von

vj bzgl. xibedeutet

Die Glelchung'v v V*v h(x)g i3 ist eine Bestimmungs-
gleichung fir v(x) Wenn man sie aufl&sen kann,so

kann man durch Integration von (2.2) unmittelbar die
konforme Transformation konstruieren. Im Minkowski-

raum reduziert sich diese Gleichung auf
aivj+ajvi=h(x)qij (2.3)

und man kann sie explizit nach v(x) auflbsen. Die In-

tegrebilitédtsbedingungen von (2.3)
amgivj— aiamvj =0

und
2191 (O V3725V )—9 91(9'v 3\7) =0

lieferen jeweils:

amajvi—aiajvm =2mh(x)gij—9ih(x)gmj - (2.4)

und

29j9mh(x)+9i9 h(x)gjm 0 (2.5)
Durch Kontraktion von (2.5) bekommt man aigjh(x)=0.
d.h. Die Taylor-Entwicklung von h(x) bricht nach der
ersten Potenz ab, deshalb haben wir:
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h(x)=2d+4bixi

wobei (d,bi) finf beliebige unabhdngige Konstante
sind.

Durch Einsetzen und Integration in (2.4) bekommt man
9jvi_aivj=4(bjxi_bixj)+2aij (2.6)

mit aij=—aji
Durch Addition von {(2.3) mit (2.6) und anschlieBende

als 6 beliebige unabhdngige Konstante.

Integration kommt man schlieBlich zur L&sung

l+ai.xj+dxl+2bjg .mel—blg  x %3 (2'7)
J mj mj

vi(x)=c

mit 15 unabhdngigen Parameter cl,alj,d und b".

Die konforme Transformationen, die zu den jeweiligen
Parametern gehdren, gewinnt man durch LOsen der
Gleichung (2.2), indem man alle anderen Parameter
gleich null setzt, bis auf den, fiir den man sich

interesiert:

ct20 liefert xt (6) =x" (gy) +t-ct

. . i ] a1
a1j=#0 liefert X (t) =x (to) exp(a-t) 5
d¥o liefert x (t)=x (tO) exp(b-t)

i ) i
i X7 (t,) +tx? (£4)b

#0 liefert xl(t)= -
1+2x3(t0)bj-t+b2x2(t0)~t2

Diese Transformationen werden jeweils Translation,
Lorentz-Transformation,Skalentransformation; fdilation)

und spezielle konforme Transformation genannt.

Man sieht leicht, daB sich die spezielle konforme

Transformation aus zwel Inversionen
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i .
<t (t X (tg)  Und einer.Translation xt(t) =

) —==

0 —

xl(t0)=xl(to)+t br zusammensetzen 1l&dBt:

xt(t) () ' (t ) +tbTx? ()

Xl(to)——»-—————— —_— +t b 3
2 2 2 2 2
bl (to) X (to) 1+2x bjt+b X (to)t

Um die Inversion jedoch einen Sinn zu geben, muB man
notwendigeweise den Minkowskiraum in Unendlichen
kompaktifizieren,'ﬁEM4U{Wi

Aus (2.8) folgt

x? (t )
x2 (t) = © (2.9)
1+2x(t0)bt+b2x2(to)t2

d.h. die Lichtkegel x? (t)=0 bleibt invariant, wo-
hingegen die zeitartige und raumartigen Vektoren
keine invariante Bedeutung mehr besitzen, weil der

Nenner in (2.9) kein invariantes Vorzeichen hat.
Es ist aber nochmal daran zu erinneren, dafl die

infinitesimalen Vektoren wegen ds'2=eh(x)dszimmer

noch invariante Bedeutung besitzen.
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3) DIE KONFORME GRUPPE UND IHRE DARSTELLUNG

Die konforme Transformationen (2.8) auf dem kom-
paktifisierten Minkowskiraum M bilden eine 15 Para-
metrige Gruppe C(3,1), die aber nicht linear in M
realisiert werden kann. Deswegen betrachten wir zuerst
den Vektorraum CW(M,C) der unendlich oft differen-
zierbaren Funktionen als Darstellungsraum. In diesem
Fall bildet die Menge der konformen Vektorfeld (
"infinitesimale konforme Transformationen v(x) ) eine
Darstellung der Lie~Algebra von C(3,1). Wenn man die

natlirliche Basis {?iﬁ zugrunde legt, k&nnen die 15

linear unabhdngigen Vektorfelder in (2.7) geschrieben

werden als

pi=i @i ’ mij=1(xiaj—xjai)
o o (3.1)
s -1 —2
d=ix Bm , ki 1(2xix 2m X ai)
und die Kommutatoren sind jeweils
ey, p5]= 0, [mygeppl=iley,Pi=9y,P5)
Dmij’mlnl:l(gjlmin+ginmjl_gilmjn-gjnmil)
” (3.2)

[@mssf=0 l[a/p;1=-ip; | [k; 41 = 0

[m; 5ok, ]= 1tey k-0 ko), [y /K] ==24 (g yd-m, )
Die Lie-Algebra von C(3,1) besitzt natiirlich noch
andere Darstellungen als (3.1). Aber die Vertauschungs-
relationen (3.2) sind darstellungsinvariant, die

werden daher auch bei anderen Darstellungen benutzt.

Von physikalischem Standpunkt her beschreibt @(x)eC™(#,¢)
nur das Feld eines spinlosen Teichens. Wenn man dies

verallgemeinen mo6chte, so muB in allgemein die Dar-

VY S, L [ I = e D - = D - . T Y . . Y S Y
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C®(M,V) betrachtet werden. (V ist ein Vektorraum von
Tensoren und Spinoren). Der gesamte Darstellungsraum
ist unendlich dimensional. Mit Hilfe der induzierten
Darstellung kann man zuerst die endlich dimensionale
Darstellung von gewissen Untergruppe ( die kleine
Gruppe) in V finden und danach wird die gesamte Dar-
stellung in C®(M,V) durch die Darstellung der kleiner
Gruppe induziert [11]. '

Sei $¢C™(M,V) und transformiere sich nach der Dar-

stellung T{(g) der konformen Gruppe:
= 3, =1
(T(g)9), (x)= Sij(g,X)@ (g 'x) (3.3)

wobei Sij(g,x) eine Matrix in V ist. Betrachten wir

x=0 und die Gruppe der Elemente von C(3,1), die den

Punkt x=0 invariant 1&8t. Anhand von (2.8) sieht man

leicht, daB es die Gruppe der Lorentz-, Skalen- und

speziellen konformen Transformationen ist. Aus (3.3)

folgt ' .
T(9)9;(0)= §;4(g,0)%7(0)

d.h. Sij(g,o) ist eine Matrixdarstellung der kleiner

Gruppe. (V ist der Darstellungsraum). Seien mij’ d

und ki solche Matrizen, die zu den Generatoren Mij’
D, Ki der Lorentz-, Skalen und speziellen konformen

Transformationen gehdren, mit
Mij % (0)= mij ¥ (0)
D% (0)=4d $(0) (3.4)
K, 9 (0)= k; ¢ (0)

Da jede endlich dimensionale Darstellung der Lorentz-

gruppe vollreduzibel ist, muB my 4 in allgemein die

Blockform annehmen
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= |+ 4 (3.5)

0 2_*_:_

by

m, .
13

Aus dem Schurschen Lemma und [mij,d1=0 folgt

cpe- p

_l{_“‘;_ 0
= 1 |
0

1
p

Wegen d,k;1= ik, verschwindet k; in jedem dieser

Blocke, daher
‘i_L
ky = ‘|‘ (3.7)

Nachdem wir die Darstellung der kleiner Gruppe unter-
sucht haben, kOnnen wir dann die Technik der indu—'
zierten Darstellung anwenden, um die gesamte Dar-
stellung zu finden. (Zur Theorie der induzierten
Darstellung siehe [9])
In einer lokalen Feldthecrie haben wir

—iP.xi

P,9(x)= 12.9(x) => e 1 9 (0)=9(x) (3.8)

Die Darstellung der konformen Gruppe T(g) ist dann
gegeben durch
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T¢(x)= exp(-iP,x") T°¢(0) (3.8)
mit

T = exp(+iPixl)-T-exp(—iPixl)

= n

=Z_‘rlﬁ— (Dt () [Pi(n['”'[Pi(n) TJ]

N=o
Setzt man nun T jeweils gleichaMij,D und Ki’ durch
die Vertauschungsrelationen in (3.2) kann man dann

ohne Miihe die Darstellungen finden

Flir T=M,. . M,.= M, ,+x.P.-x.P.
ij ij ij "itj T3i

M3, 4(0) Mijcﬂow(xipj—iji)qw)

mijq(0)+i(xigj—xjgi)?(0)
Und schlieBlich nach (3.8) erhdlt man

MijQ(x)=(i(xi9j—XjDi)+mij)?(x) (3.9)

Analog erhdlt man

D= D+x'P.. ; Dg(x)= (ix,27+d)¢(x)  (3.10)
Und
K= K.—2x](g..D+M..)+2x.ij.—x2P.
i i ij ij i j o oTi
(3.11)
= (4 j_2 j
Ki?(g) (1(2xixj9 X*9,)+2x (gijd+mij)+ki)@(x)

Die Gleichungen (3.9),(3.10) und (3.11) sind fiir den
ndchsten Abschnitt von groBer Bedeutung, da sie direkt
das lokale Transformationsverhalten der Felder ¢(x)
unter der konformen Gruppe liefern. Dort werden wir
aber annehmen, dafB mij die irreduzible Darstellungs-
matrix der Lorentzgruppe ist, daher gilt d=-ilfl und
ki=0.
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( Flir reelle Felder ist 0(2,4) die Uberlagerungs-
gruppe von C(3,1)). Séi R6 ein sechdimensionaler
reelle Vektorraum mit der Metrik gab=diag(+———;—+),
a,b=0,1,2,3;5,6. Man kann dann aus der Generatoren

Pi'Mij’D und Ki 15 unabh8ngige Generatoren Ja ==J

b ba

von 0(2,4) konstruieren,mit

- _ = 1p _
=M. ., Jgs=D , Jgi= 5(P,~K,) , J

=1
Jij 13 .—2(Pi+Ki)

61
wobei i,j=0,1,2,3. Die Vertauschungsrelationen in

(3.2) sind dann &dquivalent zu

EJab’ch]=i(gadec+gchad_gachd_gdeac)

Sei paeRG, und U=exp(—i£abJab) eine Darstellung von

0(2,4) in R6 mit p’a=Uabpb. Wir flhren jetzt 6 neue

Variable ein

X, = % Py k=p5+p6 und p2=pipl (i=06,1,2,3)
p’;= UljpJ induziert dann eine Transformation der

neuen Variablen xi,k und p?:

x;+b, (x*-p*/k?) n )
Xi— , kK"=k(1+2b xn+c2(x2— %2)), p’ 2 =p2
1+2b"x _+b? (x?=p? /k?)

Die ersten beiden Transformationen sind in:den Variablen
Xy nichts andérs als die Poincare- und Skalentrans-
formationen, und auf der Hyperfldche p?*=0 in R6stellt
die dritte Transformation gerade die spezielle kon-

forme Transformation dar, damit stellen wir fest,dalB

die Transformation p’l= Ul_:p:l auf der Hyperfldche
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p?=0"in R6 in gesamte konforme Transformationen in
Minkowskiraum M (xeM) induziert.

Unter 0(2,4) sind die Transformation der Felder ®(p)e
CO?RG,V), die auf der Hyperfldche p?=0 definiert sind,
manifest kovariant. Sei S.b eine endlich dimensionale
Darstellung von 0(2,4) in V, dann transformiert sich
& (p) infinitesimal gemdB

§ & (p)=—1i P

__: ab
Jp (P)=-ig (L +s_,) 2 (p)
. = _ ) a
wobei Loy 1(pa9b pbaa), 9a /3p~ bedeutet.
Wir wollen diesen Abschnitt mit einer Diskussion iber

die Realisierung der konformen Symmetrie in physikali-

schen Zustdnde abschlieBen. Aus dem Kommutator
[P,,D]= iP,  folgt unmittelbar [P? ,D] =2ip?

Sei nun |[p>» ein diskreter normierter Zustandsvektor

mit der Masse m ,' also
P? |p>=m?|p> , <{pl|p>=1

Daher gilt eineseits

¢p |[p?,D] |pr=2i¢p|P?| p>=2im?
Anderseits aber

¢p |[#?,D] | py=(p|m*D-Dm? |p>= 0
Also es folgt m=0. d.h. Das ganze Massenspektrum be-
steht nur aus m=0. Das widerspricht natilirlich die
Tatsache, daB viele Teichen Masse haben. Die konforme
Symmetrie kann daher nicht als eine exakte Symmetrie

in physikalischen Zustédnde realisiert werden, sie

muB gebrochen sein, oder nur gendherte Anwendbarheit
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4) DIE ERHALTUNGSSATZE UNTER DER KONFORMEN TRANSFORMATION

Seit E.Noether ist es uns bekannt, daB die Invarianz
der Wirkung unter gewissen Transformationen Erhaltungs-
sétze liefert. Sei 2 (x)=o&L(¥,9¥) die Lagrangesche
Dicht und S=Si(9;%@)dx4 die zugehbrige Wirkung. Die
Forderung §S5/8¢9= 0 liefert direkt die Euler-Lagrange-
sche Bewegungsgleichung

9&/09- 2.7 = o mit  wl=32/99,9 {4.1)

Sei nun Xf—*>xi+8xi eine infinitesimale Transformation.

Wenn die Wirkung invariant bleibt unter dieser Trans-
formation, so bekommt man unmittelbar den zugeh®rigen

Noether-Strom
gt = artse- sxt. £ (4.2)

mit dem Erhaltungssatz 91J1= 0. Die global erhaltene

Gr6Be erhdlt man durch die Integration der Dichte JO

0

tber der raumartigen Hyperfl&che: I=SR3J dx®. Es ist

aber zﬁbemefken, daB J durch diesen kanonischen

Formalismus keineswegs eindeutig festgelegt ist. Man
kann zu J* immer einen Term @jBlJ hinzuaddieren, wo-

. B T . . .
bei B*J ein antisymmetrischer Tensor ist. Der neue

Strom ist nach wie vor lokal erhalten

. y ~i_ i ij_
F= gtropt) = 937 =979, 987 = 0

wegen der Antisymmetrie von Blj?und da Q%Blj eine

totale Divergenz ist, bleibt die globale Erhaltungs-

gr68e I unverdndert.
Unter der Translation

K = Ea . SO -1 © (8 1Tt



-19-

bleibt die Wirkung invariant. Diese Invarianz liefert

bekanntlich den kanonischen Energie-Impuls-Tensor
™= wtple - gt 2 (4.3)

Die Wirkung ist auBerdem auch Lorentz-invariant. In

diesem Fall hat man
5>f¥=€alm(glmxl-gllxm)

- i ij g - i j.i ij
§P=05x 'ai?+€aijm P eaij((xa X“97)® +m - )
(€ klein und ai:J antisymmetrisch. m'd ist die Spin~-

matrix in (3.9).) Setzt man dies in (4.2) ein, so

erhdlt man

'rrlJ‘S’— Exlaf.

T 8§x"p ¢ - SxlL + Eay wlonid g

1 &M ga,  arl mijx?
m ij

il o b pl3 3 pli, g . @ (4.4)

ist dann die entsprechende Erhaltungsgr&Be, die uns

als der Drehimpulstensor bekannt ist. Die lokale

Erhaltung von Mll:J ist eine Folgerung der Lorentz-

invarianz:
1ij_ ij 3i 1 _ij
?,M 7= 1T +91(f7ram -9)
=g -ad g g+ (o nt gt 0PI 9

Lo (4.5)
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Der kanonische Energie-Impuls-Tnsor ) ist jedoch
nicht symmetrisch. Wir k&nnen aber die Gleichung (4.5)
benutzen, um ihn zu symmetrisieren. Dieses Verfahren

stammt von Balifant, das darin besteht, einen neuen
Energie-Impuls-Tensor T J= le+4%?lBllj zu definieren
mit

plidomligidg-nd nldo-nI . nlle (4.6)
Da Bllj antisymmetrisch in 1,i und 1,j ist, bleibt

TtJ nach wie vor lokal erhalten und der globale Energie-
Impuls-Vektor wird nicht verdndert. DaB Tij symmetrisch

ist, sieht man durch

TLI_FI1s At goo elga;cglmia n'Ig+nt ntlo 3
Dieser Ausdruck verschwindet jedoch nach (4.5). Der
neue Drehimpulstensor kann definiert werden als

&?1] - Xl;ﬁlj _ Xj»%ll

Die lokale Erhaltung ist nun eine unmittelbare Folgerung

der Symmetrie von %;j'

Im Gegensatz zur Translation und Lorentztransformation

ist die Skalentransformation
§x'=tx" , §9=8x99+&£d-9  (Eklein)
nicht unbedingt eine Transformation, die die Wirkung

invariant 1&Bt. Setzt man dies jedoch voraus, so kann

man den zugehdrigen Noether-Strom konstruieren:
rt §9- §x- L
=gnrt- d- 9+ rﬁ—lSXn'an?-leoﬁ

= £( xn“Tin +'wi«d~?)
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gt = X, e amta- g (4.7)

die Bedingung flir die Skaleninvarianz ist

2,9 =Tt + a9 (g =0

oder
(4.8)

mre;gt AP+ ARTT - 4L = 0

Es 188t sich filir einzelne Felder zeigen, daB (4.8)
stets erfiillt ist , wenn ¥ nur dimensionslose Kon-
stante enthdlt, und wenn man flir den Eigenwert 1
von d die Wahl trifft

1 =1 fir Bose-Felder und 1 = flir Fermi-Felder

N W

Jetzt k&nnen wir das Beispiel von Mllj folgen und

versuchen, einen modifizierten Energie-Impuls-Tensor
5313 zu finden, so daB8 der Noether-Strom der Skalen-

. . . ~i ij .
transformation nun die Form J~ = xjf? annimmt, dann

wdre die Bedingung der Skaleninvarianz direkt mit der
o ij ~i _ai
Spurlosigkeit von @ - verbunden, denn 9,9 = 6 i

Die Konstruktion des neuen Energie-Impuls-Tensors
stammt von Callen,Coleman und Jackiw. Sie haben ge-

zeigt, daB unter der bedingung
'Trl-d-‘y+'r§=m13<y= 2, 0™ (4.9)

( G’ij‘ist ein geeigneter Tensor) die Konstruktion
stets mdglich ist. Gleich werden wir sehen, daB (4.9)
gerade auch die Bedingung fir dié Invarianz unter
der speziellen konformen Transformation ist.

Nun kommen wir zur explizit Konstruktion von eld.
Setzt man in (4.7) den symmetrischen Energie-Impuls-

Tensor $ij von (4.6) ein
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&
I

_ Fij_ 1, 5lij i a.
xj(T 9B ) +a-d- @

11

ﬂ%-d-@+xj$lj— %Xjﬁl(m;’mlJQ-q%vmljf?—#9 mli?)

i o, ~ij i3 ij i 15 j 11
qqu+ij +’letm2?-_291(xj(ml-m-?-ﬁrmlj’-'n]m ?))

Da der letzte Term die Divergenz einer antisymmetrischen
Tensors ist kann man ihn vernachl&ssigen

gt = x, T 4 ar- dw@’+’ﬂ5 mI - g

= x. T Qiﬂij

Der letzte Schritt erfolgt nach der Bedingung (4.9).
Von Ulj= Wi?++0:lj braucht man nur den symmetrischen

Teil Gij zunehmen. Der neue Strom ist dann

e g 1
J- = X T+ Qiﬁ}

Und man definiert den modifizierten Energie-Impuls-

Tensor als
ij _ ij 1 Imij

mit Clmlj= glmq%j_gllv?j_gljgfm+glj¢lm_ l(}n Im ij

1i mj
y 30,0979 g )

g9
Der hinzuaddierte Term ist symmetrisch in i,j und
divergenzfrei, hat daher keinen EinfluB auf die lokale
Erhaltungssdtze wvon Tij und ﬁiij' Der globale Energie-
Impuls-Vektor und Drehimpulstnsor bleiben nach dieser
Modifizierung unverdndert. Nun k&nnen wir 3; mit Hilfe
von eij ausdriicken

Jl

i

ij_ 1 Imij, | 17
Xj( e 5 9,9,C ) + 9,0,

1mij

iy, i3 1 mij, 1
X579 0,7 399 (xCT)* 5(gy49, 49, 59))C

Der dritte Term kann man wiederum wegen der Antisymmetrie
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von i,1 und i,m vernachldssigen. So erhdlt man schlieflich

~i_ i3, .13, 1

Imij
_ ij
= x. 6

J

mit 913? = Bi. Jt ist genau dann lokal erhalten, wenn

die Spur von @ij verschwindet.

SchlieBlich betrachten wir die spezielle konforme Trans-

formation
s§xt = ﬁaj(2xlxj—gljx2) (¢ klein)
59 = Sx 9§’+ ea (2x 4 -!-ZxJ mlj) ¢

rrisg- sxt 2

il

«Trié'xj Qjﬁf - Sxi;ﬁ+ Saj"n'i(ZX d + 2x m ) ¢

ga, ( ™ (2xtxI-gMIxt )+ wt (217 a 2%, mIt) ¢)

gid - 2Tll <] ij

X X7 T %2+ Zﬁ'xj d-$+ Zﬁ'x 3l

m

1 9

Die Divergenz von diesem Strom k') ist
ij A ji_ij S
9. x7) = 2x TU, o+ 2%, (TIT-TH) 4 2(9)x)a-
+290-@ 9+29° x).a 2,y —2(gif,71)xl mIl ¢
-
-2 1 m? g - 2 7t X4 m? 9 b4

Unter Voraussetzung der Lorentz- und Skaleninvarianz
reduziert sich dieser Ausdruck wegen (4.5) und (4.8)
auf

i4 . "
giK J =l a §+ AL m? b4

Moctaoarrarn Fravrdovryd: A4 Treraas armem Aoaar 17 pobryarmrme € 999 de pamm T s o
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speziellen konformen Transformation, daB

’Q)iKij =rnj-d*q>+fizi~miiq>=giuji (4.10)

gilt. In diesem Fall hat man den erhaltenen Strom

kI =kl nmic 2. K9 =9%Y _ a4t
i i i+

. . . ij
der antisymmetrische Teil von 6~J kann man weglassen.

Man sieht direkt, daB (4.10) identisch ist mit (4.9),
d.h. die Foderung nach der Invarianz der speziellen
konformen Transformation (4.10) ermdglicht stets die

Konstruktion eines neuen Energie-Impuls~Tensors eij'

mit e&j ausgedriickt, ist der Noether-Strom gleich

ki3 = o gtP- %glqmclmlp) xpxj— (etI_ %glgmclmij)xz

+ 2 artxd d- ¢+ 2 ’Trlxp mI P ¢~ O"i+j

2 gP xp xd - el x2

mit QEKlJ = 2 xJ Gli . d.h. die Forderung der Skalen-
invarianz 91i=‘0 impliziert auch die Invarianz unter

der speziellen konformen Transformation.

Wir fassen die Ergebnisse in diesem Abschnitt zusammen:
wenn die Wirkung invariant ist unter der gesamten 15-

parametrigen konformen Gruppe, so kann man stets einen

Energie-Impuls-Tensor ot konstruieren, mit folgenden

Eigenschaften

iy _ ij _ aji i
1)919 = 0 2) © = 0 3)9i 0

Aus ihm kann man dann unmittelbar alle erhaltene StrSme

konstruieren, die zu der konformen Gruppe geh®ren
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1) ©1] ( Translation )

2) m113 1 gld x) oti ( Lorentz-Transformation )

3) Ji = xjeij ( Skalentransformation )

4) Kij = 2xix19jl - x2(9ij( spez. konf. Transformation )

In Teil B werden wir einen allgemeinen Formalismus

mit Hilfe der Variationsmethode und konform kovarianten
Differentialoperatoren entwickeln, der die Konstruktion
des symmetrischen spurlosen Energie-Impuls-Tensors fiir
Teichen mit ganzzahligen Spin ermdglicht. In vergleich
zu der Methode von Callen, Coleman und Jackiw hat dieser

Formalismus den Vorteil, daB er direkt zum Ziel fiihrt.
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5) DER ZUSAMMENHANG ZWICHEN DEM SPURLOSEN ENERGIE-
IMPULS-TENSOR UND DEM KONFORM KOVARIANTEN DIFF-
ERENTTALOPERATOR

Eine duBerste groBe Bedeutung gewinnt der Enérgie—
Impuls-Tensor in der Gravitationstheorie, weil er dort
als die Quelle des Gravitationsfeldes erscheint:

1 =
5 9,4 R=87G T,

R, .
1j 1] J

Da die linke Seite symmetrisch in i,j ist, muB man
auch einen symmetrischen Energie-Impuls-Tensor Tij
nehmen.

Die Raum-Zeit Struktur in der Gravitation ist nicht

mehr der Minkowskiraum M, sbndern eine vierdimensionale
pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit. In diesem Abschnitt
werden wir jedoch ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit
annehmen, daB unserer Basisraum eine n dimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeit M(n) ist. Das Feld ist

in der Sprache der Differentialgeometrie ein Schnitt

in einem Vektorbilindel iber M(n), d.h. eine Abbildung

¢ : M(n) — F, die ein Element xe¢M(n) ein Element aus

der Faser F (in unserem Fall kann F der Raum von Vektoren,
Tensoren oder Spinoren sein) zuordnet. Sei T'(p) die
Menge aller solcher Schnitte, durch die Metrik g im
Basisraum M(n) wird auch ein Skalarprodukt in T ()
induziert, falls zus&tzlich ein Skalarprodukt ( , )

X
in jeder Faser F existiert. Fir Y, 9eT(p) ist

(¢, ¢ Vg = S(Mx),cy(x))x ap

mit dem MaB df-= Jg dx =4 det gij lgdxl . Das ist

nichts anders als der bekannte VolumenmaB in M(n).

Das dymamische Verhalten des Feldes kann man klassisch

mit einer Wellengleichung beschreiben

L ©=0 (5.1)
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wobei Lg:'F(p) — T (P) ein selbstadjungierter Diffe-

“rentialoperator ist, also

(?ng\i/) = | qu)r \P)

Aus (5.1) kann man unmittelbar die klassische Wirkung
S fiir das Feld konstruieren-

S = (?,Lg? ) (5.2)

Denn die Variation von S in (5.2) genau die Wellen-
gleichung (5.1) liefert:

&s

(89, Lg?) + (q,SLg@)

$
(&9, Lgcy) + (Lgcy, )

Ho—
()

s
2 (89, Lg? )

daraus folgt sofort Lg<p=

o

Aus der wirkung S kann man direkt den Energie-Impuls-
Tensor konstruieren. Diese Konstruktion geht auf Landau
zurlick und erfolgt durch die Variation von S bzgl. der

Metrik g

_&s _ &
RPN JPOE & §09, 1g9) {5 ax (5.3)

Tij ist offenbar symmeﬁrisch und ist auch lokal erhalten

in dem Sinne, daB die kovariante Ableitung verschwindet
ij _ 4 pi] _ i PI _
v,T 2,T T pi T 0

Der Beweis sieht folgendenmaB aus: Betrachten wir eine

infinitesimale Koordinatentransformation x£= Xpetay

-der eine Metriktransformation gij= gij+Sgij erzeugt:
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ik - ) .
glj (x5) = gljf(xk‘) _ amamglj

1]

glj__amgmgl:]_‘_ 91a3+ gjal

gtd+ Pal+ vhal

also §gd = vad + vjai (5.4)

Da S =‘Si(x)f§”dx eine Lorentz-Skalar ist, ist S
invariant unter dieser Transformation, also &S = 0 .
&S besteht aus zwei Teile, der eine wird durch die
Koordinatentransformation heﬁ&érufen, der interessiert
uns hier aber nicht, weil er lediglich die Bewegungs-
gleichung liefert, der andere Teil, der an der Metrik-

transformation (5.4) herriiht, ist

Q(i Je 17 ALIY) i
9913 ’ 2297 ) % .

S(%t@“) ALIT) | 513 4y
9g™J K 99,90

man definiert nun

{9 = 2(LlT) _ 9 A2 )

2 1] aglj k99kgij
und setzt fir Sgij (5.4) ein, wegen der Symmetrie von
Tij folgt
§s = %g (wial + vIah) [T
= S Vlaj {g"ax
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Da a’l beliebig ist, folgt VlTij= 0

Die Definition der funktionalen Ableitung in (5.3) kann

man noch prézisieren. Sei aij(x) ein symmetrisches

Tensorfeld, 8S/8g ist dann definiert durch

S(%%~a)(x)J§’dx - S (g+t-a)

dc (5.5)

£=0
Im Abschnitt 4) haben wir gesehen, daB bei einer konform
kovarianten Theorie man stets einen spurlosen Energie-
Impuls-Tensor konstruieren kann. Hier werden wir mit
Hilfe von Definition (5.3) und konform kovarianten
Differentialoperatoren solche Konstruktionsmethode
explizit angeben. |

L

Sei zu einer Metrik g ein Differentialoperator L _ zu-
geordnet. Lg heiBt konform kovariant unter der konformen

Metriktransformation g r—=Q*g (fLec(M,R)), wenn es ge-
eignete a,b € R gibt, so daB

_ ma b
ng = U Lg&. (5.6)
gilt. g ordnet auch ein Skalarprodukt ( , )g in T (B)
zu, (, )g wird konform kovariant genannt, wenn es ein
ceR gibt, so daB
c
(‘P"V)Lﬂzg = (il q’r*)g (5.7)

gilt, flir alle 9, yeT (B)

Wir kOnnen zeigen, wenn Lg und ( , )g jeweils die Be-

dingung (5.6) und (5.7) geniigen, dann verschwindet die
Spur des durch (5.3) definierten Energie-Impuls-Tensors

identisch auf der Menge der klassichen L&sungen
51 @kllq@klerqz) mit L ., = 0 }

Dazu betrachten wir eine einparametrige Transformation

Aoy Maoatvs -
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gt(X) = (1+t-a(x)) g(x)

Die Gleichung (5.5) besagt

a4 §S  ij (i
It S(gt)‘ o j(SglJ g . a) (x) dr.—‘ST ia(x) dp

Wenn wir zeigen ko&nnen, dal S(gt)l ® fiir beliebige

a{x) und 9 = ?kl ;, sind wir fertig. Nun ist

: d
S190) (oo = 8 (9 Lgtcy)gt

=0

(9,1 3. oo + (% Lg P g |e-

i

a(9,a(x) Lg‘f ) g+b (a(x)9, Lg?) g

+ c(¥,a(x)1, ¢ =0
9,a(x) ,g‘?)g
. _ i _
flur Lg?kl = 0. also folgt T ;= 0

Dieser Zusammenhang zwichen einem konform. kovarianten
Differentialoperator (XKDO) und dem spurlosen Energie-
Impuls—-Tensor (EIT) k&nnen wir am besten durch folgen-

den zwei Beispiele erlduten.

Der einfachste Fall ist das Feld eines Spin 0 Teichens.
Im Minkowskiraum beschreibtves durch die Klein-Gorden-

Gleichung Mman
(02 = m?)9 =0 (5.8)

Die natlirliche Erweiterung des D”Alembertschen Operators

1?2 in M(n) ist der Laplace-Beltrami-Operator A = -Vivl,

vtist die kovariante Ableitung. Das Vorzeichen hat man

so gewdhlt, daB A positiv definit wird

(9,89 =-(%, 7 ,7¢)= (v,9,7'9) 20
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Es stellt sich aber heraus, daB 4 in allgemein nicht
konform kovariant ist. Der KKDO fiir ein skalares Feld
¥ ist eine lineare Kombination zwichen A und der skal-

aren Riemannschen Krilimmung R

Ly = A+ %R - mit ¥ = (n-2)/4(n-1)
Fliir n=4 ist §=1/6. Die Erweiterung von (5.8) in M(n)

ist dann
(A+ §R + m?2 )$ =0 (5.9)

sie ist bekanntlich konform kovariant wenn m=0

?

SCP(—ViVi+ §R+m2) P d_j.(

S =
= j‘(gijviffwvqu@R ¢2 +m? ¢ 2)Jg dx (5.10)
L=99 A (TR+ m*) @2

Die Variation von S in (5.10) liefert den EIT:
$s =S((<Sgij) (7,9 T $)+ (779) (ST, P+ (97 )5 R G ax
+ S (viq> vqu+ chyz +m? ¢? ) (819) ax
Da $ein Skalar ist, gilt vi‘,é = 9;¥ daher 8Vicp = 0
SR = Sgij Rij = gij 5Rij + Rij Egij
SRy = V18Pij - v, &
61g'= - 1/21g g, 5 g

, 1
Daher &8 =S( (Vi‘j7 V-?“%Igij)—i(vivj—gijv '\71+Rij)q>2 )W g dx

| = a1 - - 1 2
und Tij— W&?{G? z,igij §(Vivj 9549 %TRij)?
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THy= VOG- FL-YTY T R

Il

E%E @ (A +3$R+m? ). @ +m? 2

=y

Die Spur verschwindet also genau dann, wenn die Masse

m verschwindet.

Das zweite Beispiel ist das Dirac-Feld. Die Definition
in (5.3) ist jedoch nur fiir Tensor Feld geeignet. Um
auch Spinorfelder diskutieren zu k&nnen, braucht man den
sogenannten Vierbein-Formalismus. Nach dem Aquivalenz-
prinzip in der allgemeinen Relativitidtstheorie kann man
in jedem Raum-Zeit-Punkt x ein lokales Inertialsystem
einflihren, das von vier Tangentialvektoren eia (a=1,2
3,4) aufgespannt wird. a,b,c bezeichnen die Beinindizien
und i,Jj,k bezeichnen die gewthnlichen Vektorindizien.
Man definiert

e .ea.='g.. ’ ela &= 7ab mit Qab=diag(1,—1,—1,—1)

Mit ela kann man einen beliebigen Vektor Ai in seine
Beinindizien ausdriicken: Aa = ela Ai und umgekehrt.

Im Vierbein-Formalismus muB man auBer der allgemeinen
Kovarianz der Wirkung S noch die lokale Lorentzinvarianz

fordern, d.h. S muB invariant bleiben, wenn'ela mit der

Lorentz—Rotation.Aéb(x) transformiert wird:

eib(x) = Aab(x) eia(x)

Die wirkung S der Dirac-Felder, die diese beiden Invarianz

Eigenschaft besitzt,. sieht so aus: [13]
s = {3 y79 + n¥9 {5 ax (5.10)

mit Xi = eiaxa und Xa Kb+fb5'a = ?ab
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¥* ist also die gewdhnliche Dirac-Matrix. und

_ 1 ab
Vi® = 9t o, AT 9

. _ 1
wobei My = Z[

b

fa,Yb]die gewShnliche Spinmatrix ist. Aai

wird wie folgt definiert [7]

ab _ 1 aj, b _ b _ 1 bj, a _.a
A7y =geley -6, 50 g e (e j-ef )
1 _aj bk ¢ -
tgen e erlegy e, )

Die Variation wvon (5.10) nach ela liefert
_{.a i
S—SUi(ée a)JFdx

Dexr EIT Tij ist dann definiert als

iy~ Tai " j
mit der Eigenschaften T,.=T.. und V,T7'J= 0 [13]
ij T3i i

Jetzt wollen wir die Variation von (5.10) explizit

durchfihren
§s = j(é'x??.i + m®P) (679 ax (5.11)

+ [ (3exhg 15 sy )T ax

a

) 1 dde _ . ai
Bus g s = e,;e 5 folgt &g = 5{3' g Sgij g e de_;

i

-ax.

Aus $i= et y2 f019t53i=(Seia)Xa=(5eia)eajxj=—eaixjééaj

' 1 ab _
§9;1 T8F * g my, AT @)= 5 m (6

SAa? = % eaj(éé?.i~5e?_j)— 1 ebj(ée? ~8e% )

+ l a2J ebk eC (e  _8&
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Setzt man diese Ausdrilicke in (5.11) ein, nach der

partiellen Integration erhdlt man
Tij= @ (Xi‘?;iﬂn‘}’)glj—‘?‘fl q;y?]
- 3 (3R I 891 1t ek gy

Der erste Term verschwindet auf der klassischen L&sung

und der dritte Term lierfert

@ ytgilgPgith

so dap T = - % (§$i<§7j+§&j?;i)

I

man sieht, daB Tij tatsdchlich symmetrisch und lokal

erhalten ist. Die Spur davon betrégt

i

T, = —Qxlq?;fm‘?‘f

Flir m=0 verschwindet die Spur, da in diesem Fall die

Wirkung konform kovariant ist.
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6) DIE KONSTRUKTION DER KONFORM KOVARIANTEN
DIFFERENTIALOPERATOREN

Eine p-Form B iliber M(n) ist ein total antisymmetrisches
kovariantes Tensorfeld. In lokalem Koordinatensystem
kann B ausgedriickt werden in der Form

14

B =B . dx

i . .
. ’\"""f\dx [ ( 1.51‘5..‘.».:;141;1)
l ..vo‘lp P

Sei Ap(Mn) die Menge alle p~Formen. In Ap(Mn) ist ein
Skalarprodukt definiert durch

.

_ _ iy-1
{A,B>= 5 , (A/B) dp = SA ! By .3 4V
M r
Eine &duBlere Ableitung d ist eine Abbildung d:/\p——;>/\p+1
mit '
dB = (B, . .)dx]AdxlA~~Adxl

1, lP 7]

und ein Co-differential & ist eine abbildung <5:/\p——e-/\p_1
mit
§B = -(B., . L) dxtta o adxtees
( Jis lpﬁj)
Die beiden sind Differentialoperatoren erster Ordnung

und sind adjungiert zu einander bzgl. <, >
{A,dB» = {SA,B> (6.1)

Der Operator U= c d6'+026-d ist dann ein Differential-

1
operator zweiter Ordnung, mit O: Ap——e»Ap, und ist
selbstadjungiert wegen (6.1). Flr c

=c,.=1 nennt man 1

1T 72
den verallgemeinerten Laplace-Beltrami- oder de-~Rham-

Hodge-Operator

Flir 0~-Forme (Funktionen) ist der XKKDO Lg; A+§R eine

lineare Konbination zwichen dem Differentialoperator
zweiter Ordnung Aund dem Differentialoperator nullter

Ordnung R, der skalaren Riemannschen Kriimmung.Fir p-
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daB unserer KKDO Lg eine lineare Kombination zwichen
den Differentialoperatoren zweiter Ordnung 48,84 und
den Differentialoperatoren nullter Ordnung, die Krimm-

ungstensoren enthalten:
R B = R B,

1
Fooix

Ric B = 2.RS B, ., . (6.2)
. .

P
Rie B = J,R™™ B, ., ., .
ket A i Tigedfodil-dg

Das sind die bekannte Riemann-, Ricci- und skalare
Ricci~Tensoren.

Durch die Weitzbdcksche Formel [12] kann man auch &d
und d§ in Lokalkoordinaten ausdriicken:

ik

?
d8§'B =:D.B = )V, 0 Xp,

2t .
i1,

84 B

Il

—vlviB - D+B % Ric B - 2Rie B

Darum werden wir den allgemeinen Ansatz fiir den KKDO

L _ machen:
g

Lg = c1A +c2D@+ c3R + c4R1c + cSRle (6.3)

wobeil A:=-%ﬁf'und c1~~-c5 ¢ R missen dann so bestimmt

wérdén, daB die Gleichung

b

L e Lyt a,beRr (6.4)

02g

erfillt wird. Dazu betrachten wir eine einparametrige

Transformation der Metrik
gr—02g = (1+te(x))%g , £(x)eC™M?) und ter’

(6.4) ist dann &dgquivalent =zu
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®2

L

Q
g = at ‘Q_‘zg t=0

_d a b
—z@((1+t8) Lg(1+t8) )t=0

=atL _+bL & (6.5
g+PLg ( )
Da Lg ein selbstajungierter Operator ist, folgt
(A,L B> =<A, (atL _+bL £)B>= a(¢A,L B>+b{(L A,EB> (6.6

Ig I( g g) &&lg g,l ‘ )

fir alle A,BéAp(Mn).

Die Aufgabe der Konstruktion besteht nun darin, ig flir

einzelne Terme in (6.3) auszurechnen,dann die quadratische

Form <A,igB>zu bilden. Durch partielle Integration kann
<A,igB.>schlieBlich in der Form <EA,LgB> und <LgA,B€>

gebracht werden. Damit wird ein Koefizientenvergleich
ermbglicht und man erhdlt ein lineares Gleichungssystem,
woraus man c, - Cg bestimmen kann.

Die wesentliche metrikabhdngige Gr&Be in (6.3) sind'Fij

Rh.. r R,. und R, Sie sind definiert durch
ijk ij
1 _ 1 Im _
Tiy =3 C9%5,1% mi, " 9i5,n
h

— hml - —
R 9 [2‘9km,j,i+9ij,m,k'gmj,k,i Jik,5,m "

n P _npn P
* gnp(T]iijk nrikﬁrmj)]
- .
Rij' R 113 und R= g Rij

Man ersetzt nun gij durch (1+2t€(x))gij in diese Ausdriicke
und bildet anschlieBend die Ableitung

1 .1 1 ) 1m
Miy = & Erg + Sj By = 95459 &y

‘h _¢he he | o_ :h :h

RO =8 8igrg =85 8- g5 87,47 g5 87 oy
. } .1 (6.7)
Rig= @m) & 4.5 - 9558" 7

R = =2 R 4 (2=9n) &7+
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Mit Hilfe von (6.7) kann man (A,igB) dann ausrechnen:

(A, A B)= —(n‘-p)Ss(A,AB)d,u -pfE(aa,B)ap +(m-2) fea’tB_)ap

—282 abv ey @, L, ik
zk:‘( ;l‘z ( lA“lk”lP ) d}k

+2 S&%(Ai“” lFl" (By g iy i) W

-4 {€(a,Rie B) A +2 ) ¢(a,Ric B) dp

3 Br= (n- £ (ate 1p i
<a,587= (m-2p+2) [ e L@ 1) By gy gt ap

++(n—2p)S £ (Dy2,B) dp
¢A,R-B>= -2 {e(a,R B)ap - (2-2n){ € (an,B)ap

-(2-2n){ € (a,aB)ap +2(2-2m) [e@it,B_Hapm

’

(A,Ric B>= —an(A,Ric B)dpm +(2-n) [¢(D-a,B)ap
+(2-n) | €(a,p-B)dp ~2(n-2) [ &(a,Rie B) apm
-2p{e(a_;,B'M)apm +p|e@n,B)ap +p|e(a,0B)an

. i, 1 ;i)
s2-n) (er@b e @) L, dap

“ Tk TPk

+(2-n) S@%(Ai“”“ tp ;) (B, ey ap

. 7 .
itk Latd-de

: _ , : i1 i
<a,Rie B>= -2{e(a,Rie Byape e Lt te it (B; 5 474 ;1,)

i1 sip 4 .
+ \ € AT £, B, . .,,., ""Hydpm :
S %{ 7lK) ( Lotodedy )

.. . . 4
i1, 51
+\¢ R A g B, .....)d
S »ESA 71k)( 14~-1;'1:-1,2 M

Kt

(in B.

1'iﬂi’i befinden sich i, und i jeweils in der k-ten
pisilde

I 1 - . P Ty Y
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Wir setzen nun alle diese Ausdriicke in (6.6) ein; man
bekommt die Gleichung

>

c.{A,AB> + c2<A,5gB> + C4<A,R B>+ c4<A,ch By+c

1 <A,Rie B>

5

= ac,fe@asian + be fean,Brau+ a~CZSE(A,DgB)d)*
+bac25£(Dg,B)dM.+ (a+b)~c3j £ (A,R B)dpm
+(a+b) - c,[€(a,Ric-B)a) +(a+b) cgle(a,Rie B)dp (6.8)

Durch Koeffizientenvergleich erhdlt man ein lineares

Gleichungssystem fir C, S und a,b. Das Gleichungs-
syst?m 148t sich 18sen, man bekommt

Q
1}

1 1 (frei wdhlbar) , ¢, -= 4/ (n-2p+2) ,

2
cy = (- % +1+ E%%—)/(Z—Zn), Cy = 2/ (n-2) |
¢g =0 , a=-3Zwp-1 b = 521 -p-1 . (6.9)
Der so bestimmte KKDO ist
L= Ag+ 52%1‘51‘2‘ Dy + 5%—-2-5(— §+1+ %1%:)012 + HE_Z_Ric (6.10)

Lassen wir jetzt zwei Spezialfille betrachten :

a) p=0.In diesem Fall verschwindet Dg und Ricc, der XKKDO
ist

= gyl , D=2 |
Lg V& + 4(n—1)'R

Dieses Ergebnis ist schon seit langem bekannt.

b) p=1, n=4 In diesem lauten die Koeffizienten
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- o _ | _ 3
Aus der Identitdt (V Vi Viv )Aj Ri Aj folgt

., = = Y P . = . L o=AL. A,
Ly B Ve Wit vy A=TUR L mit Fig=hy, 3Ry, 5

.
7

Die Wellengleichung LgAi=0 ist dgivalent zu piJ .=0

Das ist aber nichts anders als die Maxwellsche Gleichung
in freiem Vacuum. Das ist natiirlich auch zu erwarten,
denn wir haben schon ganz am Anfang erwdnt, daB die

freie Maxwellsche Gleichung konform kovariant ist.

Wir miissen uns hier aber klarmachen, da8 der allgemeine

KKDO keineswegs eindeutig ist, denn man kann zu Lg in

(6.10) immer ein Vielfaches des Weyl-Tensors C hinzu-

addieren, so daB Lg+tcu(teR)jauch die Gleichung (6.4)

genligt. Der Weyl-Tenser ist definiert durch

k1 _ k1 1,k 1 k1, k.1 _ k1
€137 By gt nmz(R857Ry 49 T+8;R74-g, JR™)
R 1.k k1
=1 (a=2y (8if - 9;49 )
« b, }
(C-B); , =Lc™''B (6.11)

, -
B R LU P I B P S 3

Der Weyl-Tensor 1l&Bt sich nun auch durch die in (6.2)

angegebene GroBe ausdriicken

R, _p=1 L. p(p-1) .
.C-B = Rie B n=> Ric B + 2 n=-1) (5=2) R-B

Der Weyl-Tensor ist bekantlich konform invariant,d.h.
k1

1 2 0y = 2
oder ™y j(ﬁ.g)—ilc i j(g)

k 2 _ -k k
C imj(&‘g) =C imj(g)

DaB Lg+tC die Gleichung (6.4) genligt, sieht man durch
a b 3 a b
L + tC = L_ Q7 ++ tQ?C =, L +t C
02 g .z_Cvag e A glﬂ-. £ g Q. ( g g)aﬂ.

Dieser Schritt folgt aus a+b= -2 in (6.9)
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7) DIE KONSTRUKTION DES SPURTOSFEN ENERGIE-IMPULS-TENSORS

Der klassiche Energie-Impuls-Tensor ist definiert als

die Variation der Wirkung
- - ) i]""i
S —(B,LgB)—SB ngB. . [g dx

nach der Metrik, also Tij=gS/5gij. Im Abschnitt 5) haben
wir gezeigt, da die Spur von Tij verschwindet auf der
klassischen LOsung Lg Bkl=0’ wenn‘L ein KKDO ist. Wir
haben Lg flir beliebige p-Form konstruiert und nun kommen‘

wir zur Konstruktion wvon Tij flir Teilchen mit ganzzahligem

Spin.

Zur Vorbereitung fiihren wir zuerst die Variation von ein-
paar wichtigen GrdB8en durch, die nachher explizit in €S

vorkommen.

Aus glmgmj=5; folgt glmﬁgmj=—gmj§glm und §{g=

Das Christoph-Symbol Til verhdlt sich unter allgemeiner
Koordinatentransformation nicht wie ein Tensor, sondern

nach
Vd

3 1) ) E i

m Qxl Oxn Dxp ka Dxl
k 1 * k.71 m

np Jxm’ax X IXIX 2 X

Typ =T

Der zweite Term ist metrikunabhidngig, daher verschwindet
seine Variation, dadurch haben wir
, .
<Y ax? jxt

i ?
STx1 =5
kl op ka Dxl ox

d.h. im Gegensatz zu Til transformiert sichSPil wie ein

Tensor. Daher setzt man die gewShnliche Ableitung in

i 1 im
T,y =359 (g . ,.+g  .-9g, . )
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durch die kovariante Ableitung in 8?;1 und erhdlt

i 1 i -
8T%1 = 3 g1m(8czrml;k+ Sgkm;'l—ggkl;m) (7.1)

Die Variation des Ricci-Tensors

_ P 1l -m _.m 1
Rie = 93T5x %M1 * Tie i ~ W1 T (7-2)

kann man dadurch leicht berechnen, indem man zuerst

zu einem lokalgeoddtischen Kordinatensystem {ibergeht,

in dem Tik verschwindet, aus

—nal 1 ) 1
Rik"gﬁ'ik Jkril folgt sofort B Ri k= 16T afwil

Man ersetzt wiederum "Qi“ durch "Vi“ , weil man weilB,
daB %Rik in allen Koordinatensysteme sich wie ein Tensor

verhalten muf. Daher

£R,

_ 1
ik T Q8T g Ty eTyy (7.3)

B ' ist durch B iR ghtde glPJPBjNHj auch metrik-
4 [

abhdngig, seine Variation ist
ifikﬁ%gij

gBl« iP: &(9-14 j1 .. glP JP)B -

=T el
3,3 Zk:' i9i

.B
kJ
Nun sind wir in der Lage, flir jeden Term in Lg die Varia-

tion durchzufiihren

LB;AB>=_ SBlV.%Ei.HiF;m;%IE‘dX =ﬁBlﬁulimﬂBi{~%;mﬁ§‘dx

"

§¢B,aB>= [(BN " 8. Mgt g ax +2§(Bl"m ) (8B, i AT ax
' a r 1 !
' ciu ii i, imy o 17
+ . g., - (B & B, ., dx
85 gy, ¢ ) By 478905

+ S (g1 e )(B.d._,.;m) (579 ax
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. !
Setzt man fiir Srikm (7.1) ein, durch partielle Integration
K

erhdlt man

N

laipim ) (6B, ;)T dx

J o -
=3
L

UJ

xrﬂ

i,‘-- ir,;m I Ry
( i,d- l‘a );m_ gikjgg ' {@ dx

gle-ipim ij
(Bl 1-1pB £ 5 Iny89 Jg" dx

i,-i,7m ij g dx
+L S(Bi,--i~iPB P75 95 &9

und mamit bekommen wir

g(B,L\B>/{S'glJ =(Bl‘wlp.ixBi e ')_ %(Bl,,ml(, ) (B. ;m)g._
y 7 A Pr:] r

+ %("gi ij_gmj Vik+gikmvj) (B14

1“ ' 1A N B 4m
+ g ] K ¥ B. !
Z. g, {<3( ;m)( iy )

Die Variation von Dg, Ric und R funktioniert genauso so

daB wir im Endergebnis bekommen:

S(B,DgB> .

J_ - 77 git (plidrix iP.,,B. .
Sglj kh‘-kg Lj 1 ’lk l,'“lK““lP

+

12-7:,(131 “iedp gl . iy
k

g. .
il lalygle 13

§

i(-i‘:»«i il
275(.(13 Coiw) By 4oy ) 831

7ty lilglps

"
icdig ¢ ix
22 B, .., BT
( i, lKl rlt.c)r a-
. 2 7 s
lq“lk“lP ) 7 g g. .
ipicie 7 ik ij

+

. . « b « 7
e lK lkv_'_glk B Bl(‘lk“'lp 81‘,
+ILlgy 57" +8 93 ggey )
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8(B,Ric B> T, ix ig-itd
—_—— = (& ., .B7" kTP ) (Ric B
5t p i gléj ) { ) i,
ia--1 1 i1, ..
+2,B PR, .B, . ., - = P . .
% 1,384 41,7 2 B (Ric BlAwlg 935
+ —1—2,( v vi‘{—— vi‘: —8117 v +Sl
2% 91571, 791 3V viT ey i i jlv v )
) i,f~1P
(B Bifiﬂ'p)
§{B,R B» 1K gl ild 1 _i.-i
—_———— = PR-B, . = = B*"*fR B, |, .
sg™J %:glkj i, 2 ipip9i]
e _ m ia-ip

Und der Energie-Impuls-Tensor ist

_ 8¢B,AB> c £B,D B> | o S¢B,R By o. 5¢B,R B>

ij 6glj 2 8glj 3 5g ij 4 ggl]

C, e Cy sind in (6.9) angegeben. Als Test kann man die

Spur gle.. bilden und kann sich iliberzeugen, daB sie
i]

tatsdchlich verschwindet.

Fiir den Skalaren Fall liefert Tij genau den Ausdruck,

wie wir ihn bereits in Abschnitt 5) als Beispiel dis-

kutiert haben. Flir den Fall p=1 und n=4 gilt c =1

2°°¢
und c4=0, in diesem Fall liefert (7.4)

_ . A in _am A s 1 m;n
137 25 iPm ™R Py 5 PR 24 m 2% 9P,

1 n;m _ mn _1 mn
Y2 95580, nf =9 FinFynT 7 959 Fron®

Man kann sich leicht iiberzeugen, daB Tij tatsd&chlich

lokalerhalten, symmetrisch und spurlos ist.

(7.4)
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8) DIE KONFORME ANOMALIE-

Bishier haben wir nur den klassischen Energie-Impuls-
Tensor diskutiert. Jetzt wollen wir einbiBchen iber die
quantenfeldtheoretische Version diskutieren; Ein quanti-
siertes Materiefeld in ein klassischen Gravitationshinter-
grund (M,gij) wird durch die Gleichung

1

-5 944 R = 8’”’G<Ti.>

R, .
1] 1] J

beschrieben, wobei (Tij> der Erwartungswert des Energie-
Impuls-Tensors ist. Da Tij quadratisch von der Feldampli-
tude abhdngt, fihrt (Tij> zur Divergenz. Um die Divergenz

zu beseitigen, muB man Regularisierungsverfahren ein-
flihren. Eine davon ist die sogenannte Zelta-Funktions-

regularisierung, die hier kurz diskutiert werden soll.

Zur Quantisierung vom Feld 9 , betrachten wir die Pfard-

Integration
= is -
7 —j[d?]e , S —Schgq:I'g" dx

Der quantenmechanische Energie-Impuls-Tensor ist dann

durch

) £1n 7 ) £ 1In det Lg

17 Sglj $ gl_'_]

h ,
definiert, wobei det Lg = Jth das Produkt alle posi-

tiven Eigenwerte von Lg ist. Die Anzahl der Eigenwerte

eines Differentialoperators ist unendlich viel, so daB
das Produkt keinen Sinn besitzt. Aber fiir den Fall, wo

Lg ein elliptischer Operator ist, existiert eine mero-

mophe Funktion g(s) (Zelta—Fuhktion genannt), mit mdg-

lich vorhandenen Polen bei s= -1,-2,,6die durch

: _ -s _ ~-s-1nAyg
Y(s) = {Z(gﬁ‘) = Le

£
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Da ¥(s) analytisch ist bei s=0, gilt

. a . -s-1nA
lim —— ¥(s8) = lim &(lnir)e = T1ln A
s»o dS f S» o0 k( ) o e

man kann  1n det Lg mit Hilfe von i%s) ausdriicken:

_ _ _oas o d
1n det Lg = lnEAk_ )&lnl\K— lim ag‘f(s)

S+ e

Der regularisierte Energie-Impuls-Tensor ist dann

S

-1 3838) _ gy 4 &y

. ! £ S )T (8.1)
ij S»0 &sgglj Soo A5 Sg;j K K

Nun bleibt nur die Variation von A, durchzufiihren. Sei A

ein isolierter Eigenwert mit Lgiu>= Afus, seien.%pndlut>

mit A t=0)= A, Tup(t=0)={urjeweils der Eigenwert und
Eigenvektor zu Lg(t):

Lge)10e> = Acluy g(t)=(1+t €(x)) % g

und weiter sei u normiert:(utlu =1 . Mit Hilfe

t t7g(t)
von der sogenannter Feymann-Hellman-Relation erhdlt

marn

ar(t) 2 ,
gt le=0 = (el Lo ey 2e2g (6) [ £=0

3 . L4 _ i
Cung-u>g mit (Lg —dtLg(t) t=g)

aculen u> + beuln &u >
¢ul g% \Tg

(a+b) 2 { u(x)u(x) e(x) ap (8.2)

Per Definition gilt

dr(t)
dt 1t=0

S( 52 ¢ty () e(x) ap = (8.3)

T
ng

also folgt aus (8.2) und (8.3)



-4 7~

§A 1]

= (a+b)A<uiur = (a+b) A (8.4)

Setzt man diesen Ausdruck in (8.1) ein, und bildet die

Spur, man bekommt

. -S . .
RERTERT N (&S MEE
1 S= e ds % Eglj ’
= (a+b) lim A;S = (a+b) lim Y(s)
S»0 S0

Dieser Ausdruck ist in algemein nicht null. Diese Sach-
verhalt nennt man konforme Anomalie. d.h. Wihrend die
Spur des klassischen Energie-Impuls-Tensors auf der
Losung der Bewegungsgleichung verschwindet, nimmt die
Spur des quantenmechanischen Energie-Impuls-Tensors

einen endlichen Wert an.
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